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ECUACIONES DIFERENCIABLES ORDINARIAS DEFINICIONES

Ecuacion diferencial ordinaria: Es aquella donde existe una Unica variable

independiente.

Soluciones de una ecuacion diferencial:

e Solucion general (S.G): Es una relacion entre las variables que satisface a la

ecuacion y contiene n constantes arbitrarias esenciales.

e Solucion particular (S.P): Es toda solucibn que se obtiene de la general

dandole a las constantes valores determinados

e Solucion singular (S.S): Es toda solucion de la ecuacion diferencial que no

esta incluida en la solucion general. (No puede obtenerse de ella dando

valores determinados a las constantes.

TRAYECTORIAS ORTOGONALES

Dadas dos familias de curvas F{ y F, se dice que son ortogonales cuando
por cada punto por el que pasa una curva de F; también pasa una curva de
F, y ambas curvas son ortogonales en dicho punto. (Rectas tangentes

perpendiculares entre si)

CONJUNTO DE NIVEL DE UN CAMPO ESCALAR

Sea f: DgR2 — R, un campo escalar se denomina conjunto de nivel “k” de f al
conjunto de todos los X €D tales que f(i) = k constante, donde k es un
numero que pertenece al conjunto imagen de f.

Si denotamos L(k) al conjunto de nivel de f correspondiente a un numero real

k resulta:

LK) = {(x y) € Df/f(x,y) =K}  con k € IF

IMPORTANTE:

L(k)cDf
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Observacion:

Si el campo escalar es de dos variables independientes, cada conjunto
de nivel en general es una curva de nivel (INCLUIDA EN EL DOMINIO)
Mientras que si el campo escalar es de tres variables independientes,
cada conjunto de nivel en general es una superficie de nivel incluida en

el dominio del campo.

TEOREMA: LIMITE EN FUNCIONES VECTORIALES

Cuando f= (f},f,,..,f;) 3limf,) =L <=>3limf,) = L; con i=12,..,n
x—A x—>A
Siendo L = (Lq,Ly, ..., L)

LIMITES ITERADOS O SUCESIVOS

Los limites iterados nos proporcionan informaciéon de la NO EXISTENCIA del
limite, lo que quiere decir que no se puede demostrar la existencia o hallar el
valor del mismo.

Sea un campo escalar: z = f(x,y) cuando(x,y) tiende a A = (X;,Yy) se definen

a los limites iterados como:

@ Jim [Jim iG] v @ Jim |t fGs)|
Entonces:
e Si tanto para (1) como para (2) el limite existe y da distinto se tiene que NO
existe el limite.
e Si tanto para (1) como para (2) el limite existe y da igual los limites iterados

NO proporcionan informacion.
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TEOREMA CONTINUIDAD EN FUNCIONES VECTORIALES

Cuando f = (fy, £y, ..., £), f es continua en A <=> f, es continua en A.

Para i=1,2,..,n

Para una composicion de funciones:

R _R™ _RP
; g 5 Y _ 4
a | . g(a) flg@)l |= h(a)
h=fg

Si g es continua en A y f es continua en g(a)

entonces h = f,g es continua en A

DERIVADA DIRECCIONAL DE UN CAMPO ESCALAR

Sea f un campo escalar definido en wun conjunto abierto DcR", X, =
(a;,az,....,a,) es un punto de D y donde i = (uy,uy,...,u,) €s un versor
de R", la derivada direccional de f en X, con respecto al versor U esta

dada por el siguiente limite:

(X, + hit) — £(Xo)
h

f'(Xo, ) = lim

es un vector unitario (versor)
= (a,b) a?+b?=1
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DERIVADA PARCIALES

Sea f:DcR? - R/z=f(x,y) y sea Py = (X0,yo) interior a D; las derivadas

parciales de f(x,y) en (Xg,¥o)):

f(XO + ha; yO) - f(io)
h

f'x(a,b) = lim

f(XO; yO + hb) - f(io)
h

f'y(a,b) = Lii%

GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR EN UN PUNTO

Sea f:DcR?— R llamamos de esta forma al vector cuyas componentes son

las derivadas parciales:

T (%o) = (F (o) £ y(%0))
Si f:DcR® >R
U (®o) = (£ x®o): £ y(Xo)i f 2(%o))

Observaciones:

(1) Si f:D£R2—>R el gradiente es perpendicular a cada curva de nivel de
dicho campo en X,.
(2) Si f:DgR3 — R el gradiente es normal a cada superficie de nivel de dicho

campo en X,.
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PROPIEDAD DE HOMOGENEIDAD

Si existe la derivada direccional f'(X_O,\“/) y keRKk+#0 entonces

F (Xo.k7) =kt (%5,7)

Demostracion:
f (% + k) — (%)
h

f' (Xo, kv) = lim

f'(Xo + kv) — f(Xo)
kh

£ (Xo,kv) =k lim
Si h, = khcomo h — 0 sabemos que h, —» 0

 — f' (X, +¥) — f(X
f' (Xo,kv) = k lim (X, +7) = f(X0)
h,—0 h,

f' (Xo, k¥) = kf (X, )

Corolarios:

1.f (Xo, V) = —f (X0, V)

-

2.f'(X_0, \7) = ||V||f’(X_O, \7) donde ¥V = ﬁ

DEFINICION DE DIFERENCIABILIDAD

Decimos que f: Dng — Res diferenciable en un punto interior X, si se
cumple:  f(xo + h;yo + k) — f(x0;y0) = F ', Ko)h + F'y, Xo)k + €(h, k)vh? + k2
Donde lim, y)- 0,0y €(h,k) = 0
Lo que es lo mismo:

f(Xo +7) — f(Xp) = VA(Xp)7+€ (7)|I¥]|
Donde limy_g5(€ (¥)) =0
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OBSERVACION:

Si tuviéramos una funcién escalar de una variable independiente diriamos que f
es diferenciable en X,<=> f es derivable en X,. Mientras que para funciones
de mas de una variable independiente esto ya no es cierto.

La continuidad de un campo escalar asi como la derivabilidad del mismo
respecto de toda direccibn son condiciones necesarias pero no suficientes para

que el campo escalar termine siendo diferenciable en dicho punto.

DEMOSTRACION: SI ES DIFERENCIABLE ES CONTINUO

Si f:DcR" » R es diferenciable en X, interior al Df => f es continuo en X,.

Demostracion:

Por ser f diferenciable en X, existe un entorno del punto X, en el cual
se verifica:

f(Xo + ¥) — f(Xp) = V(Xo)V+€ (V)||7]| Donde limy_g5(€ (¥)) =0

siendo V el vector incremento - (X, + V) = f(Xy) + Vi(Xp)v+€ (W)|[7]|

Pasando al limite cuando V — 0 y teniendo en cuenta que el limite del primer
miembro existira si existe el limite del segundo miembro, pasamos a

fundamentar lo siguiente:

(@) Como X, € Df, existe f(X,) y el limy_5f(Xy) = f(X,) dado que es un
namero real.

(b) Las componentes del Vf(X,) existen dado que f es diferenciable en X,
y no dependen de V, por lo tanto limg_g5(Vf(X,) V) =0

(¢) limy_g(€ (W)||v|])) =0 dado que por un lado €— 0 por hipotesis y que

el limg_5(|[7I]) = 0.

Por todo lo expuesto se tiene que existe limg_gf(X, + V) =f(Xy) =>

fes continua en X,
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DEM: SI ES DIFERENCIABLE ES DERIVABLE PARA TODA DIRECCION

Si f:DcR™ >R es diferenciable en X, interior al Df => f es derivable en
X, respecto de toda direccién.

Demostracion:

Por ser f diferenciable en X, existe un entorno del punto X, en el cual
se verifica:

f(Xy + ¥) — f(Xp) = VE(Xo)V+€ (V)||7]| Donde limy_g5(€ (v)) =0
siendo V el vector incremento - (X, + V) = f(Xy) + VE(Xp)v+€ (W)|[7]|
Si de los infinitos puntos del entorno, seleccionamos aquellos para los cuales
Vv =hi es decir que se consideran los puntos que se hallan en las rectas

que pasan por X, y tienen la direccién de cada ii, se tiene:
f(Xo + hii) — f(Xy) = VE(Xg)hii+€ (hiD)||hiil|
Dividiendo por h ambos miembros nos queda:

f(Xp + h)) — f(Xo)
h

_ h
= Vf(X,)t+€ (hn)lh—I pues |[i]| = 1

Pasando al limite cuando h — 0 y teniendo en cuenta que el limite del primer
miembro (que es por definicion la derivada direccional de f en X;) existira si

existe el limite del segundo miembro, pasamos a fundamentar lo siguiente:

Las componentes del Vf(X,) existe dado que f es diferenciable en X, y no

dependen de h, por lo tanto limy_o(Vf(X)i) =k € R

Por otra parte limh_)oe(hﬁ)li—lzo por ser el caso de producto de
infinitésimos
f(X, + hii) — f(X)
' h-0 h

=Vi(Xo)t

=> Existe f'(Xg + hi)/ (X + hii) = VA(Xp)i
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DEDUCCION DEL PLANO TANGENTE A LA GRAFICA

Si f es diferenciable en (X(,yo)su superficie grafica tiene la ecuacion

cartesiana z = f(x,y) o bien 0 =f(x,y) —z

f(x,y) —z=0 A dicha ecuacion la podemos considerar como la ecuacion de
la superficie de nivel 0” correspondiente a un campo escalar de tres variables

de la forma:
F:DcR3 > R/ F(x,y,2) = f(x,y) — z
El Vf(X) = (Fx,Fy,Fz)=>VfR) = (f’X(XO,yO),f'y(XO,yO),—1) =n

a: f'X(xO,yO)x + f’y(xo,yo)y —z+D=0

Como (Xg,yq,Zg) Vverifican la ecuacion del plano:

o f', (X0, Y0)Xo + f’y(Xo;YO)Yo —2+D=0
D=1z, —f (X0, y0)%0 — f y(X0,¥0)¥0

Finalmente:

o f (X0, y0)x + £y (X0, ¥0)y — 2 + {zo — [ x(X0,¥0)%0 — f y(X0,¥0)¥o} = 0

DEFINICION DE PUNTO REGULAR DE UNA CURVA

T_OES es punto simple cuando es imagen, a través de f, de un Unico
(up,vo) €D
En todo punto T_OE S, simple y regular, la superficie admite “plano tangente” vy

“recta normal”
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DEFINICION DE PUNTO REGULAR DE UNA SUPERFICIE

Sea f:DcR? - R3/ fcontinua en D dado por f(u,v) = (x(u,v);y(u,v);z(u,v))
Sea Py €S / po = f(uy; vg)

Decimos que py €S es punto regular de la superficie segin la representacion
paramétrica dada por f en D.
Si f es diferenciable en A = (ug; vy) interior a D y el producto vectorial

H(UO;VO) XE(UoiVo) # 0

MATRIZ JACOBIANA ASOCIADA A UN CAMPO VECTORIAL

Recibe este nombre la matriz que tiene por filas el gradiente de cada

componente del campo vectorial.
Sea g:DcR" — R“/g(i) = (gl(i);gz(i); er)

/g'lx(i) g,X - g, &
£, g,® . g£,&®

g

g, % g, X . g,®

TEOREMA: REGLA DE LA CADENA
Dada:

g:DcR" — R™ g diferenciable enA €D
f: DcR™ —» R fdiferenciable en g@

Entonces: h = Fog es diferenciable en A y ademas:

Dh(A ) = Df (gz)) Degm)
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FUNCIONES IMPLICITAS

Dada un campo escalar f(xq,X5,...,X,,y) =0 se dice que la funcion define en

forma implicita a y = f(x4,Xy, ...,X,) para (X1,Xy,..,X,) € DcR® cuando:

F(x1,Xg, oo, Xn, f(x1), f(x2), ..., f(X,)) = 0 V(Xq, X3, ..., X,) € D

De poderse despejar de la ecuacion inicial y = f(xq,X3,...,X,) es la forma

@y 0

explicita de expresar “y” como funcién de las otras variables.

TEOREMA DE COUCHY-DINNI

Dada F:DcR® - RFe€C' /F(A)=0yF ,(A) # 0 => lafuncion de ecuacién:

F(x,y,z) = 0 define de forma implicita a la ecuacion z = f(x,y) y ademas:

fo—_ F’X(Xo:}’o,zo)
X F'z(Xo, Yo, Zo)

' FIY(XOJYOfZO)

f = —
y F'z(Xg, Y0, Zo)

CURVA Y SUPERFICIES DEFINIDAS EN FORMA IMPLICITA

Curva plana definida en forma implicita (en el plano xy)

Dada la ecuacion: F(x,y) =0 y el punto A = (Xo,Yp)
Cuando:

1) fay=0

2) Vfz) continua en E(A)

3) Vg #0

La ecuacion F(x,y) = 0 define implicitamente una curva C que pasa por

A= (Xy,Yy) y admite recta tangente en A
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Superficie definida en forma implicita

Dada la ecuacion: F(x,y,z) =0 y el punto A = (X, Yy, Zo)
Donde:

1) fay =0

2) Vfz, continua en E(A)

La ecuacion F(x,y,z) = 0 define implicitamente una superficie “S” que

pasa por A = (X,,Yy,Zy) y admite plano tangente y recta normal en A

Nota: El gradiente de una funcién implicita, ya sea que defina una superficie

0 una curva, siempre es normal a la misma.

DEFINICION EXTREMOS RELATIVOS & ABSOLUTOS

Extremos relativos o locales.

Dada f:DgR“—>R,KED. Se dice que f(A) es maximo local de f si
f(A) > f((X)VX € E (A)

Dada f:DgR“—)R,KED. Se dice que f(A) es minimo local de f si
f(A) < f((X)VX € E (A)

Extremos absolutos.

Dada f:DgR“—>R,KED. Se dice que f(A) es maximo absoluto de f si
f(A) > f(X)VX € D

Dada f:DgR“—>R,KED. Se dice que f(A) es minimo absoluto de f si
f(A) < f(X)VX € D
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DEFINICION EXTREMOS CONDICIONADOS

Sean F y G dos campos escalares diferenciables en un entorno de
Xo = (X0, Y0,Z9) con derivadas no nulas simultaneamente. Si X, = (X0, Yo, Zo)
es un punto critco de f en el conjunto A = {(x,y,2)/G(X,y,z) = 0} entonces

existe un Ay/(X0,Y0,Zo,Ao) €s punto critico de L(xy,zA) =FXxy,z) +
AG(x,y,2)

Clasificacion de extremos:

" " "

- L,’fx L}fY fo > 0 maximo
H(Xr Y )\) = Lyx Lyy GY = < 0 minimo
G, Gy O = 0 el criterio no informa

CALCULO DE EXTREMOS PARA EL CASO F:DcR® >R

Si f es diferenciable en Xo(interior al Df) con Vf(X,) =0 y ademas:

o (Xg) ey (Xp)

M= o @ 7y

> 0 => f(Xq,yo) es extremo relativo.

Si en particular: " (X,) >0 => f(xo,yo) es minimo relativo.

Si en particular: f"XX(XO) < 0=> f(x,y0) es maximo relativo.

o X) X,

H(XO) = f”yx (XO) fllyy (io)

F no presenta extremos relativos se trata de un punto de ensilladura de

coordenadas (Xg,Yo,Zo) con zy = f(Xg,yo)

o (Xy) ey (Xp)
X)) 'y )

H(X,) =

El criterio no informa.
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EXISTENCIA DE EXTREMOS ABSOLUTOS

Si f continua en S cerrada y acotada, f produce maximo y minimo absoluto

(sentido amplo en S)

TAYLOR PARA CAMPOS ESCALARES

Sea f:DcR" > R , si fe C}(E(A)), para todo (A+ H) € E(A) se puede

expresar:
k

£ + ) = f(B) + z

i=1

d'f(A, H
% LT

Siendo T el termino complementario, error o resto.

Aproximar por Taylor de orden K consiste en despreciar el valor de T

aceptando que:

dif(A, H)

i!

k
fA + M) = f(A) + z
i=1

Para A+ H=X € E(A)

Desde el punto de vista practico conviene llamar: X=A+H=>H=X-A

Con lo que nos queda:

_ _ d'f(A, X — A) _ _
£(%) = f(A) + Z — " CONX € EA)
p— 1.
Siendo:
X—A
_ (Z(li)(z; "'1Xn) - (A11A2' ---1An)
X—A == (Xl _AI'XZ —Az, ...,Xn _An)

@

o - d 0
d'f(AX—A) =|—X; —A) + -+ X, —Ap)
0x4 0%, £
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Si fe CK*1E(A) y quisiéramos obtener el valor del resto del polinomio de
Taylor (tema no evaluado en la materia) entonces el mismo se puede expresar

como:

_ d**H(B,X - A)
T K+ 1!

CAMPO DE GRADIENTES. LINEAS EQUIPOTENCIALES

Sea f(x,y) = (P(x,y);Q(x,y)) Si f es de clase 1 (fecl) en todo punto de
un recinto simplemente conexo y P'y= Q'X =>f es campo de gradientes.

Cuando el campo vectorial f es un campo de gradientes la circulacion del
mismo es independiente del camino que conecta el punto inicial “t;” y el

punto final “ty”

COND. NECESARIA PARA LA EXISTENCIA DE FUNCION POTENCIAL

Enunciado:

Sea f:DcR? - R¥/f(x,y) = (P(x,¥); Q(x,y)) Un campo vectorial derivable

con continuidad en un recinto simplemente conexo. Si f admite funciéon
potencial
=>Py=Qx
Demostracion:

Por hipotesis 3U(x,y)/VU(x,y) = f

=>Ux=PAUy=Q
=>Py=Uxy AQx=U yx
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Como por hipobtesis P'ny’x son continuas entonces también son
continuas U"xy/\ U"yx => Por el teorema de Schwanz podemos

asegurar que

INDEPENDENCIA DEL CAMINO. ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Enunciado:

Si f es campo de gradientes => fcfdg es independiente del camino

que une el punto inicial “A” y el punto final “B” de la curva “C”

=> fKdeg = U(B) — U(A) siendo U el campo escalar /VU = f
Si en particular ¢fdg = 0VC cerrada

Demostracion:

— b_
f VU dg = f VU[g(t)].g'(t)dt
C a

Si llamamos h(t) = U[g(t)] dicha funcibn compuesta tendra por
derivada: h'(t) = VU[g(1)].g’(t) (por regla de la cadena) y teniendo en

cuenta que h(t) es continua en [a,b] entonces:

B b_ , b )
VUdg= | VU[E®].§ ,dt= | h'(dt=h® =
[ Fudz= [ RO = [ W ®ar=noo)

=h(b) — h(a)
= U[g(b)] - U[g(a)]
=U(b) - U@

En particular si: 3 =b => $.VUdg=0
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LINEAS DE CAMPO

Dado un campo vectorial fse llaman lineas de campo a las curvas que en f
le es tangente.
Si ng(t) es la ecuacion vectorial de las lineas de campo se tiene
f(8®) =g'®

Para hallar las lineas de campo:

dx  dy
P(xy) Q)

Siendo f(x,y) = (P(x,y); Q(x,v))

Nota:
Si f es campo de gradientes(es decir que admite potencial “U”) se tiene
que las lineas de campo tienen por trayectorias ortogonales a las lineas

equipotenciales.

T. DEL CAMBIO DE VARIABLE. JACOBIANO DE PASAJE

Sean D y D* dos regiones elementales del plano y una transformacion o}
inyectiva TD*-D /T (D*)=D definida por T (uv)= (X (uv)y (u;v))

Entonces para cualquier funcion integrable F:D—R es integrable en D, resulta:

HR f(x,y)dxdy = ﬂR*f(x(u, v); y(u, v))|jldudv

{x = x(u,v)
y=yuv)
Donde:
X'u x'v| 1
J= |y'u yvl T wx u'y|
|v'x v'y
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TEOREMA DE GREEN

Sea f:DcR? » R%/f(x,y) = (P(xy);Q(x,y)) un campo vectorial cuyas
componentes tienen derivadas parciales continuas en un conjunto abierto DERZ,

entonces:

jgcfdg = ffR(Q’X — P'y)dxdy

Donde R es una region del plano limitado por la curva “C” cerrada vy
orientada en sentido positivo, de modo tal que R y C estan incluidas en D,

siendo g la funcion vectorial que parametriza a la curva “C”.

CALCULO DE AREA CON TEOREMA DE GREEN

Para realizar esta demostracion elijo:

%(X, Y) = (_Y: X)

Demostracion:

ﬁfdg = ffR(Q'x — P'y)dxdy

jgc?dg = f (1 — (—1) dxdy

i?d@: Z{URdxdy}

1(- _
Ejgcfdng(R)
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FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL POR DEFINICION

Se define flujo de un campo vectorial f a través de una superficie al nimero real

dado por:

= f?f’lds
S

Donde: i = — siendo ds = ”V,—f”dxdy
IVl [F'z|

¢ = fffnd ffR ”g—ill:ll:v—f”dd

TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA

Sea f:DcR® — R3/f(x,y,2) = (P(x,y,2); Q(x,V,2); R(X,y,2)) un campo vectorial
cuyas componentes admiten derivadas parciales continuas en un sélido V
limitado por wuna superficie cerrada “S” orientable, si esta superficie esta
compuesta por un numero finito de partes en cada una de las cuales existe y

varia con continuidad el versor normal 7 dirigido hacia el exterior del solido V

entonces la divergencia de f a en el solido V es igual al fluo de f a

través de la superficie S cerrada.

fff div?dvzf]_fﬁ ds
v s
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TEOREMA DE STOKES

Sea un campo vectorial f: DgR3 — R3 con derivadas parciales continuas, sea S
una superficie abierta orientable imagen de un campo vectorial @:B — A con
derivadas continuas y no simultdneamente nulas limitadas por una curva regular
C. Tenemos que la circulacion de un campo vectorial a lo largo de una curva
cerrada es igual al flujo del rotor del campo a través de cualquier superficie
limitada por la curva si la orientacibn de la curva coincide con la de la

superficie.

i fdg = frot f1ids
ct s

Realizado por: Pose, Fernando.
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